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Resumen 

En este artículo se explica detalladamente un método para encontrar los polinomios de Darboux. Esta 

metodología se ejemplifica con el campo vectorial asociado al modelo de Lorenz. El uso de polinomios 

homogéneos con cierto peso y el método de las curvas características para resolver ecuaciones diferenciales 

parciales lineales es la herramienta crucial para encontrar estos polinomios. 
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Abstract 

This article explains in detail a method to find the Darboux polynomials. This methodology is exemplified 

by the vector field associated with the Lorenz model. Weighted homogeneous polynomials and the method 

of characteristic curves to solve linear partial differential equations are crucial for finding these polynomials. 

Keywords: Lorenz system, Darboux polynomial, Method of characteristic curves 

 
 

 

 

Introducción 

Uno de los modelos clásicos dentro de la teoría 

de sistemas dinámicos es el llamado sistema 

polinomial diferencial de Lorenz: 

 

𝑥′ = 𝑠(𝑦 − 𝑥) 

𝑦′ = 𝑟𝑥 − 𝑦 − 𝑥𝑧        (1)  

𝑧′ = −𝑏𝑧 + 𝑥𝑦 
 

donde 𝑥, 𝑦, z, son variables reales, mientras que 

𝑠, 𝑟 y 𝑏 son parámetros reales. Este sistema ha 

sido ampliamente estudiado desde el punto de 

vista dinámico (Sparrow, 1982) y desde el punto 

de vista de integrabilidad algebraica. Para el 

segundo enfoque se han usado varias teorías de 

integrabilidad para estudiar este problema. 

Algunos de los trabajos clásicos se pueden 

consultar en Steeb (1982), Schwartz (1985), 

Strelcyn y Wojciechowski (1988), Giacomini et 

al. (1991), Cairó y Hua (1993), Gupta (1993), 

Goriely (1996), por citar algunos. 

Darboux desarrolló los así llamados polinomios 

de Darboux para encontrar las primeras integrales 

de un sistema diferencial polinomial (Darboux, 

1878). Él mostró que, si se tienen suficientes 

polinomios, entonces la derivación polinomial 

tiene una primera integral racional, la cual puede 

ser expresada por medio de estos polinomios. 

Aquí nace la conexión entre la geometría 

algebraica y la teoría de Darboux de integra-

bilidad. El propósito de este artículo es despertar 

el interés en esta línea de investigación. La 

importancia de los polinomios de Darboux es 

crucial para el análisis de los sistemas dinámicos, 

tal como la exploración e identificación de 

propiedades geométricas, como centros, proble-

más de bifurcación, linealización, entre otros. En 

un sistema bidimensional, conociendo las 

primeras integrales de un sistema dinámico es 

posible determinar su retrato fase. Por ello, la 

motivación principal de este trabajo es calcular 

los polinomios de Darboux del bien conocido 

Modelo Caótico de Lorenz.  

En la literatura se han usado diferentes estrate-

gias para calcular las primeras integrales de una 

derivación polinomial (e.g. Labrunie, 1996; 

Moulin-Ollagnier, 1997). Sin embargo, la 

mayoría los trabajos acerca de estos temas de 

investigación están basados en los polinomios de 

Darboux. Para más resultados o aplicaciones de 

los polinomios de Darboux, se puede consultar 

Goriely (2001), Dumortier et al. (2006), Ferragut 

et al. (2019), Duarte y Da Mota (2021), Pranevich 

et al. (2022). En Goriely (2001) y Chavarriga y 

Grau (2003), el lector puede encontrar algunas 

cuestiones abiertas y algunas relaciones entre el 

cálculo de polinomios de Darboux y el problema 

16 de Hilbert. 

 

Método 

Denotemos por 

 
𝑑

𝑑𝑡
= 𝑃1(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑃2(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

𝜕

𝜕𝑦
  

+𝑃3(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕

𝜕𝑧
 

 

al campo vectorial polinomial asociado al sistema 

de Lorenz, donde 𝑃1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠(𝑦 − 𝑥),
𝑃2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑟𝑥 − 𝑦 − 𝑥𝑧, y 𝑃3(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
−𝑏𝑧 + 𝑥𝑦. 

 

La expresión 
𝑑

𝑑𝑡
 también es llamada Derivación 

Polinomial. Un polinomio real 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) se llama 

polinomio de Darboux del sistema polinomial 

diferencial de Lorenz si 

 
𝑑𝑓

𝑑𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑃1+ 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑃2 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑃3 = 𝑘𝑓, 

 

donde 𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) es un polinomio real, llamado 

cofactor de 𝑓. La forma general de 𝑘 es 
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𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)=𝑘1𝑥 + 𝑘2𝑦 + 𝑘3𝑧 + 𝑐, 

donde 𝑐 es una constante, es decir, este polinomio 

siempre resulta ser de grado menor o igual que 1. 

Si 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) es un polinomio de Darboux de (1), 

entonces el conjunto algebraico 𝑉(𝑓) =
{(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0}, es llamado 

superficie algebraica asociada al sistema. Esta 

superficie es invariante bajo el flujo del sistema, 

es decir, cualquier órbita con punto inicial en 

𝑉(𝑓) siempre permanecerá en 𝑉(𝑓).  

Llibre y Zhang (2002) obtienen la clasificación 

de los polinomios irreducibles de Darboux de las 

primeras integrales racionales y de la 

integrabilidad algebraica para el sistema de 

Lorenz. El método que utilizan será el que se 

abordará a lo largo de este artículo de manera 

detallada. 

 

El método consta de cuatro pasos: 

 

Paso 1: Se considera adecuadamente un cambio 

de variable en el sistema (1). 

𝑥 = 𝛼−1𝑋, 𝑦 = 𝛼−2𝑌, 𝑧 = 𝛼−2𝑍, 𝑡 = 𝛼𝑇    (2) 

 

Llamemos a (1,2,2) al peso de las variables 𝑥, 𝑦, 

𝑧; estas coordenadas son los exponentes positivos 

de 𝛼. Mediante este cambio de variable, el sistema 

de Lorenz se convierte en el nuevo sistema: 

 

𝑋′ = 𝑠(𝑌 − 𝛼𝑋) 

𝑌′ = −𝑋𝑍 − 𝛼𝑌 + 𝑟𝛼2𝑋                  (3)                                     

𝑍′ = 𝑋𝑌 − 𝑏𝛼𝑍. 

 

En efecto, como 𝑥′ =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
, entonces el cambio de 

variable (2) implica que 𝑥′ = 𝛼−2 𝑑𝑋

𝑑𝑇
. Así que 

𝑋′ = 𝑠(𝑌 − 𝛼𝑋). Análogamente, 𝑦′ = 𝛼−3 𝑑𝑌

𝑑𝑇
 y  

𝑧′ = 𝛼−3 𝑑𝑍

𝑑𝑇
 implican que 𝑌′ = −𝑋𝑍 − 𝛼𝑌 +

𝑟𝛼2 𝑋 y 𝑍′ = 𝑋𝑌 − 𝑏𝛼𝑍, respectivamente. 

 

Luego, denotamos por 

 
𝑑

𝑑𝑇
=

𝜕

𝜕𝑋

𝑑𝑋

𝑑𝑇
+

𝜕

𝜕𝑌

𝑑𝑌

𝑑𝑇
 +

𝜕

𝜕𝑍

𝑑𝑍

𝑑𝑇
  

 

al flujo asociado al sistema (3). 

 

Paso 2: Se supone que 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) es un 

polinomio de Darboux para el sistema de Lorenz, 

con cofactor 𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧). 

Usando el cambio de variable (2), se pueden 

deducir los polinomios 𝐹(𝑋, 𝑌, 𝑍) =
𝛼𝑙𝑓(𝛼−1𝑋, 𝛼−2𝑌, 𝛼−2𝑍) y 𝐾(𝑋, 𝑌, 𝑍) =
𝛼2𝑘(𝛼−1𝑋, 𝛼−2𝑌, 𝛼−2𝑍), donde 𝑙 y 2 son los 

grados peso más altos en las componentes 

homogéneas peso de 𝑓 y 𝑘, en las variables 𝑥, 𝑦, 𝑧, 
con peso (1,2,2), respectivamente. 

Nótese que se puede verificar que el polinomio 

𝐹(𝑋, 𝑌, 𝑍) es un polinomio de Darboux del 

sistema (3), con cofactor 𝛼 −1𝐾(𝑋, 𝑌, 𝑍). Esto es 

 
𝑑𝐹

𝑑𝑇
=

𝜕𝐹

𝜕𝑋

𝑑𝑋

𝑑𝑇
+

𝜕𝐹

𝜕𝑌

𝑑𝑌

𝑑𝑇
+

𝜕𝐹

𝜕𝑍

𝑑𝑍

𝑑𝑇
= 𝛼−1𝐾𝐹 

Ahora supongamos que 

 

𝐹 = 𝐹0 + 𝛼𝐹1 + 𝛼2𝐹2 +⋅⋅⋅ +𝛼𝑚𝐹𝑚, 
 

donde 𝐹𝑖 es un polinomio homogéneo peso en 

𝑋, 𝑌, 𝑍 con el grado peso 𝑙 − 𝑖, para 𝑖 = 0,1,⋅⋅⋅, 𝑚  

y 𝑙 ≥  𝑚. Con esto, escribimos 

 

𝑠(𝑌 − 𝛼𝑋) ∑ 𝛼𝑖𝑚
𝑖=0

𝜕𝐹𝑖

𝜕𝑋
+ (−𝑋𝑍 − 𝛼𝑌 +

 𝑟𝛼2𝑋) ∑ 𝛼𝑖𝑚
𝑖=0

𝜕𝐹𝑖

𝜕𝑌
+ (𝑋𝑌 − 𝑏𝛼𝑍) ∑ 𝛼𝑖𝑚

𝑖=0
𝜕𝐹𝑖

𝜕𝑍
=

(𝑘1𝑋 + 𝑘2𝛼−1𝑌 + 𝑘3𝛼−1𝑍 + 𝑐𝛼) ∑ 𝛼𝑖𝑚
𝑖=0 𝐹𝑖                                           

 

Cuando igualamos los términos con 𝛼𝑖 para 𝑖 =
0,1,⋅⋅⋅, 𝑚 + 2, obtenemos 

 

𝐿[𝐹0] = 𝑘1𝑋𝐹0, 

𝐿[𝐹1] = 𝑘1𝑋𝐹1 + 𝑐𝐹0 + 𝑠𝑋
𝜕𝐹0

𝜕𝑋
+ 𝑌

𝜕𝐹0

𝜕𝑌
+

𝑏𝑍
𝜕𝐹0

𝜕𝑍
,…         (4) 

𝐿[𝐹𝑗] = 𝑘1𝑋𝐹𝑗 + 𝑐𝐹𝑗−1 + 𝑠𝑋
𝜕𝐹𝑗−1

𝜕𝑋
+ 𝑌

𝜕𝐹𝑗−1

𝜕𝑌
+

𝑏𝑍
𝜕𝐹𝑗−1

𝜕𝑍
− 𝑟𝑋

𝜕𝐹𝑗−2

𝜕𝑌
  

 

para 𝑗 = 2,3, . . . , 𝑚 + 2, donde 𝐹𝑗 = 0 para 𝑗 >

𝑚 y 𝐿 es el operador diferencial parcial de la 

forma 

 

𝐿 = 𝑠𝑌
𝜕

𝜕𝑋
− 𝑋𝑍

𝜕

𝜕𝑌
+ 𝑋𝑌

𝜕

𝜕𝑍
. 
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Al igualar los términos con 𝛼−1, resulta que 

𝑘2 = 𝑘3 = 0. 

 

Paso 3: Se resuelven las ecuaciones 

diferenciales parciales de (4). 

La herramienta principal de solución es el 

método de curvas características para resolver 

ecuaciones diferenciales parciales lineales. Una 

exposición clara de este método puede verse en 

Bleecker y Csordas (1992). 

Como resultado de solucionar las ecuaciones 

diferenciales parciales en (4), se obtienen 

polinomios homogéneos 𝐹𝑖, con cierto peso, y las 

condiciones de los coeficientes del sistema. 

 

Paso 4: De la restricción 𝑓(𝑥) = 𝐹(𝑥)|𝛼=1 =
∑ 𝐹𝑖

𝑝
𝑖=1 , se obtienen todos los polinomios de 

Darboux para el sistema de Lorenz (1). 

La lista es la siguiente: 

1.- 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 − 2𝑠𝑧 

2.- 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥4 −
4

3
𝑥2𝑧 −

4

9
𝑦2 −

8

9
𝑥𝑦 +

4

3
𝑟𝑥2   

3.- 𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2 + 𝑧2 

4.- 𝑓4(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥4 − 𝑥2𝑧 − 4𝑦2+8𝑥𝑦 − 4𝑟𝑥2 −
16(1 − 𝑟)𝑧 

5.- 𝑓5(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑟𝑥2 

6.-𝑓6(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥4 − 4𝑠𝑥2𝑧 − 4𝑠2𝑦2 + 4𝑠(4𝑠 −
2)𝑥𝑦 − (4𝑠 − 2)2𝑥2 

7.- 𝑓7(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑏𝑧 

 

Importancia de calcular los polinomios de 

Darboux para el sistema de Lorenz 

Con base en los polinomios de Darboux se 

construyen familias de superficies transversales al 

flujo del sistema de Lorenz. Desde el punto de 

vista caótico, cada una de las familias separa el 

espacio fase ℝ3 y, por tanto, puede usarse para 

describir la ubicación del atractor global del flujo 

(Giacomini y Neukirch, 1997). 

Los polinomios de Darboux también 

proporcionan la clasificación de todas las 

superficies algebraicas invariantes, de las 

primeras integrales racionales y de la integra-

bilidad algebraica para el sistema de Lorenz. 

Prelle y Singer (1983) usaron todos los 

polinomios de Darboux de una derivación 

polinomial, para calcular una primera integral en 

una estructura especial de un sistema diferencial 

polinomial.  

Los polinomios de Darboux son también usados 

en el estudio cualitativo de los sistemas diferen-

ciales polinomiales (e.g. Giacomini et al., 1991) 

así como en problemas físicos (e.g. Hewitt, 1991; 

Giacomini et al., 1996; Valls, 2005; Llibre y 

Valls, 2008). 

Cuando en el sistema de Lorenz se usa el cambio 

peso de las variables 𝑥, 𝑦, z hay dos características 

importantes que resaltar. Primero, la solución 

general de las ecuaciones características para 
[𝐹𝑖] = 𝐺𝑖 + 𝐻𝑖 es fácil de obtener, ya que el 

proceso de reducción de la ecuación diferencial 

parcial lineal a las ecuaciones diferenciales 

ordinarias, resulta simple. Segundo, el cálculo 

para resolver los polinomios 𝐹𝑖  se vuelve más 

fácil.  

 

Conclusiones 

La contribución de este artículo es la descrip-

ción detallada, explícita y ejemplificada de un 

método para calcular los polinomios de Darboux, 

que, si bien es conocido, en los trabajos existentes 

en los cuales se aplica no se expone con mayor 

descripción. 

A pesar de que el método presentado en este 

artículo requiere de una serie de cálculos extensos 

para encontrar los polinomios de Darboux, es 

general y puede ser aplicado a otros sistemas 

diferenciales polinomiales.  
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